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『　Synopsis：The　non－existence　of（weighted）五2－solutions　of　the　ordinary
differential　equation　ρ（r）一（n－D（ρ（r）躍”1∫’（r））’＋λ／（r）＝O　is　studied　in
connection　with　the　Helmholtz－type　equatoin－A〆；λ∫on　Riemannian
manifolds．　The　obtained　result　will　be　useful　when　we　wan樋o　find　a　solution
of　integrable　square　to　the　latter　equation．
§LBackground　of　the　problem　and　the　theorems．
　The　existence　or　non－existence　of　square　integrable　solりtions　of　the　Helmholtz　and
Schr6d．inger　equations　in　unbounded　domains　has　been　studied’by　many　authors（e．
g．，〔8〕，〔3〕，〔1〕，ageneralized　explanation　is　offered　in〔2〕together　with　an　abundant
bibliography）．　The　same　question　arises　when　we　consider　similar　equations　on　Ri－
emannian　manifolds．　Although　noむso　many　attacks　have　been　made　in　that　region，
there　are　typica1　Tesults　about　manifolds　which　have　the　rotational　symmetry．　First，
in　the　two－dimehsional　case，　the　author　obtained　the　absence　of　L2－solutions　under
very　w♀ak　conditions．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
Theorem　A，（〔4〕，1972）．乙e‘114わeαtωo－dirnensional　Riemαnniαn　mαnifol（オsωん‘cん
αdmits　the　9励al・coordinαtes・r，θ，r。〈r〈。。，θ∈Sl　by　which　tんe　me‘ric（ゾM　is　reρresented　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ゴ82＝dlr　2十ρ（r）2（踏
Wんerερ（r）‘Sα　positiue　func‘oln　q〆rαnd（is　is‘んe　prescribed　line　element（ゾSl．Le‘
△うe伽LαρZαcε一、Beltrαmi　oρera‘or　on　M　and　suρpose　thαt
　　　（i）ρ（r）is　con‘‘几tiOUS，　non（iecreasingαπdρ（r）→OQ（r→oO），
　　　（u）∫°°d・／ρ（r）一。。．
Then／brαnor　positive　constαnt　λ　α几（iαay　non一ひαnisん‘πg　solution∫（ゾ‘んe　equαtion
－△f＝λf　in‘んe　sense　・f　distribution，ωe　cαnfind　nurnbers　C＞O・and・r、≧r。　sucん伽‘
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∫。。く．＜R・lfl・　dM・cJ∵誤琴）
h・lds　for　anor　R≧rt，ωhere　dM・＝ρ（・）ψd§αnd・the・αnge（）f　integ・αti・n・n・the　left
indicαtes｛（r，θ）∈ル11ro＜r〈R，θ∈81｝．（Cf．also〔6〕and〔7〕．）
In　the　higher　dimensional　case，　however，　we　have　not　yeむbeen　able　to　have　such　a
lucid　statement．　But　the　following　theorem　may　be　of　interest．
Theorem　B．（〔5〕，1974）Let　Mわeαn　n－dimensionα1（n≧2）Riemαnniαn　mαnifol（is
｛（ろω）レ｛｝くrくoo，ω∈Σ｝ωhose　metric　is　reρresented　as
ds　2＝（1r　2＋ρ（r）2dδ2
ωんεrερ（h）‘sα』ρositiひe　function（ゾrα几（iΣisαn几一1（iimensionα1ノーixed　comραc‘
mα几if・ld　with・ut・b・undnry　Wん・8e伽eεZe駕几‘is・dS．　Le‘△わe伽伽加ce－Be‘‘rαm‘
oρerαtor　and　secpρose‘んα‘　　　　　　　　　　　　　　　』
　　　（i）ρ（r）∈Cl（r・，　QQ），ρ’（r）＞0，ρ’‘sαうsolu‘eノツcon‘inuousα几（iρ（r）→o。
　　　　　　（r→○○）．
　　　（u）ρ（r）－1ρ’（r）＝’o（1）（r→oo）．
　　　（血）ρ’（r）一【ρ”（r）＝o（1）（r→Oo）。
　　　（iv）there　existsαpositiひεnumberαSUCんthαt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫°°、器一・・．
Tん・几ゆr鰐ρ・sitive・numberλαnd・aay　n・几一Vαnishing　S・姻・几・）f　the　eσUα‘‘・n－ムズ
＝λf，ωecαπ抑dcoπs伽‘8　C＞O　and　ri≧r。　s㏄cん伽‘
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫．。く．〈R卿・c∫窓ρ害）・
んolds／brαay　R≧rlωんere　dル1‘8　the　volume　element　qノル1．（Cf．also〔6〕．）
This　theorem　has　one　advantage　even　in　the　two－dimensional　case　that　it　is　appli－
cableもo　M　which　does　not　satisfy（ll）of　Theorem　A．　When　it　does，　however，　the
conditions（皿）and（iii）of　the　latter　theorem　are　unrlecessary　in　the　case　n＝2．　This
is　the　point　at　issue．　Though　we　have　examples　ofρ（r）admitting　L2－solutions　when
（u）of　both　theorems　are　not　fulfilled，　it　is　still　unknown　whether　the　condition（iii）
of　the　latter　theorem　is　truly　necessary．　So　we　are　urged　either　to　get　a　similar　conc－
lusion　without（i五），or　to　find　an　example　ofρ（r）which　lacks（血）and　admits　square
integrable　solutions．　In　seeking　an五2－solution，　it　is　natural　to　examine　the　radial
solutions　at　first，　that　means，　to　look　for　an　appropriate　one　among　the　functions
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　44
?Radial　Solutions　to　the　Helmholtz－Type　Equation
which　depend　only　on　r．　When∫is　radial，　as　we　can　easily　see　it　enjoys　the　ordinary
equatlon　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（・）一・・一・券（・（・）・一・害）・・／一・　　（1・1）
whereλis　a　positive　constant．　In　this　specific　case，　however，　we　see　the　non－existence
under　some　weaker　condiヒions．　The　obtained　result，　which　is　the　subject　of　this　article，
is　unfortunately　not　so　clear－cut　one．　But　it　has　a　significance　because　it　advises　us
that　we　should　make　effort　to　findρ（r）・’s　among　rather　strongly　singular　functions．
The　statement　is　as　follows．
　Theorem．　Letρ（r）αndξ（r）』be　positive　continuous　increαsing　functions　defi几ed
on　r。≦r＜OQ．　Suρρose　（i）　ρ（r）→OQ（r→oo），　（li）ρ（r）一融ρ’（r）＝o（1）（r一うOo）（the
lefし一hand　side　existing　at　a，e．r），（i五）ξ∈C2（r。，○。）αndξ’・is　Positive，（iv）ξ（r）－1
ξ’（r）＝o（1）　（r→oo），　（v）ξ’（r）一藍ξ”（r）＝o（1）　（r→∞），　（iv）　ρ（r）躍一1ξ（r）　1‘s
nondeccreαsing　f（）r　Sαfficiently　lαrge　rαπd　divergingα8　r→。。，（V旺）‘んere　exis‘Sα、
P・siti・・numb・・α・U・h・th・t∫°°ρ（・）一・・一・ξ（・）1－1・d・一。・：L・tλう・α・α翻・αry
positive　constant．　Then　aay　non－‘riviαl　solution‘o　the　equαtio几（1．1）吻qys‘んe
esttmαte
　　　　　　　　　　　∫疏！（・）・ρ（・）・一，d・≧cJ’X，・（・）一・・－1・ξ（・）・一・…f・・R…，
here　C＞Oαnd　r，≧r。αre　numbers　d¢ρending　only　on／αndλ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　§2．Proof　of　Theorem
　Because　the　coefficients　are　real，　we　can　consider　only　the　real　solutions　without
loss　of　generality．　Set
　　　　　　　　　　　　　　　　　・（・）一ξ（・）・／2f（・い一∬．ξ（・）・（・）一・・－1）d・・
Then（〃（ノr＝ρひ）一（n　1）ξ（r）・（d／（幻and　we　obtain　the　following　expression　of（1．1）
in　terms　of‘and　u：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　耐λρ2（n”1）　9－2蝋τξ　2ξ卜7ξ一1ξのu＝°・
here　and　in　the　seque1，　a　suffix、stands　for　d／dt　and　しhe　same　letters　for　the
functions　of　r　are　used　if　they　are　regarded　as　of‘．　Moreover，ξ司，for　example，　is
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・he　re・i，…al・f・he　val・・。fξ，。。・b，i。9　・fi。　inverse　fun，・i。n，、。　i、ξ’一・．P。、
　　　　　　　　　　　　　｛答：2争・ξ，，，
so　that　the　equation　may　be　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Utt＋A。α＋．4μ＝0．
　　　Proposition．　For　an　arbitrary　positive　numberαwe　can　choose　a　number　ti　so
that　for‘≧t，
（i）　　　　　　・・／τρ刺ξ一・ξ，．A，≧。，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4，
（ll） @　α響・・－1ξ一・ξ’－A・α炉・n－1ξ一・ξ・
（・） @　　tξ　・・A・＋α響・n－1　9　a－L’・9t
is　nondecreasing　with　r（hence　with　t）．
　　　P…f．F・・any　fun・’ti・n。w，　h。，e　v　i，n－’・ξ一lv．，h。nce
　　　　　　　　　　　A，一…n－・ξ一・ξ・［茅ξ一1ξ・一！！’1！1P－’・・－71－　9’　・’ξ　・・］
and　hence
α響ρ躍一iξ一2ξ，－Ai一ρ2（n曹1）ξ一aξ・呼一茅ξ一1ξ・＋｛IILI　P－LPr＋÷ξ・・ξ・r］
which　implies（i）and（li）．Further，
　　　　　（去ξ・A・＋α磨・・一・ξ・一・ξ’）r
　　　　　　一書ξ・（P・　・・－1）　9－・）・窟ρ・・n－・ξa－3ξ・＋α脅・・（．n－・）ξ・一・Sg・）r
　　　　　　一書ξα（ρ2・n－・ξ一・）・＋αρ・・n－・ξ・－3ξ・［f・（　号・研ρ一1ρ・
　　　　　　　　・（α　’3）・Et　g－1ξ，＋・πξ71ξ，月
　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　4
　　　　　　≧Ofort≧ヨt‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
by　virtue　of（iv），（v）and（vi）of　the　theorem．　Proposition　is　prosied．
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　　　Definition．　We　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（‘）＝u多＋A。u2＋αV「ラ「ρ陀一1ξ一2ξ，α2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
whereαis　the　constant　in　the　assumption（v五）of　the　theorem．
　　　Lemma　1．　IVe　cαn　find　a　nurrめer‘。　so・thαt　tんe　inequαlitor
　　　　　　　　　　　　　（ξ（・）・F（の）斗（・）・（・（り一）ξ（・）一・）tU（・）…
んolds／br　t≧‘。，
　　　Proof．　A　straight　calculation　shows　that
　　ξ一・（ξ・・F），－2（。，，・A，。＋α・研ρ・－1ξ一・ξ、の。’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　　　　　　　＋αξ一1ξμ結ξ一・（9・・Ao）t・・＋ξ一・（÷ξ・ん＋α磨・・－1ξ・－2ξ’）tU2
　　　　　　　　　≧・（平・n－・ξ一・ξ’一伽’・・ξ一1ξμ結んμ2争一1ξ’Aμ2
in　virtue　of（皿）of　Proposition．　But　using　the　inequality，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ一（n－1）ξ㏄夢＋v7Pn旧1ξ一lu221UUt1≦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v”il－
and　the　estimaしe（u）of　the　proposition，　we　get　further
　　　　　　　　　　　　ξ一・（ξ・・F）’÷一・ξ・＋塾・μ・畷・一・ξ…ξ’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧⊥A，t。・。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
Thus　Lemma　l　is　established．
　　　Lemma　2．　There　exist　numbers　t　iαnd　C。　such　thαt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（の≧Coξ（‘）一α　ノbr　t≧‘卜
　　　P…1・Fi・・t・1・t　l　b・an　i・terval・i”・which　u（の≠°・Set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（の＝109U（‘）2．
Then，for‘∈Iwe　have　　　　　噛
　　　　　　　　　　　　　　　　2Utt　　2u3
　　　　　　　　　　　8”＝u－u・
　　　　　　　　　　　　　　一差、（－A・U・廊・二・？）
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　　　　　　　　　　　　　　　　一差，［－F（t）・（α響・n－・ξ一・ξ・－A，）・・］　‘
　　　　　　　　　　　　　　　　≧－2F（t）e－f’（t）
where　we　have　used　the　equation（2．1）and（i）of　the　propositoin．
　　　　Let　us　assume　that　F（t）≦O　from　which　we　shall　be　led　to　a　contradiction．　The
inequality（2．2）implies　g、、≧Oin　particular，　and　hence
　　　　　　　　　　　　　　　　8（8）－g（の≧－K（s－t）　for　s，t∈1，　t〈s　　　　　　　　　　　（2．3）
where　K　is　some　positive　constant．　This　shows　that　g（‘）cannot　tend　to　一∞at　a　finite
point．　In　bther　words，　u（‘）cannot　be　zero　at　any　finite　point．　Hence　we　can　take　the
interval（0，。。）as　I　and（2，3）holds　throughout（0，。。）．　From　the　assin　mption　F（の≦O，
however，　we　observe　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　一一ξ・・F（t）＝一ξ（・）・F（・）・∫1（ξ（・田・））、ds
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・書∫1ξ（・）a（・（・）－1、ξ（・）一・）sU（・）・ds
by　virtue　of　Lemma　l．　But　since　the　last　member　is　nondecreasing　with　respect　toρ，
we　can　let　P→oo　to　have
　　　　　　　　　　　　　　一ξ（t），・F（t）・欽ξ（・）t・（・（・）・・n－・ξ（・）一・）、，U（・）・ds　（・．・）
together　with　the　finiteness　of　the　integral　on　the　right．　Thus，　from（2。2）
　　　　　　　　　　9・t（の≧・ξ（の一tte－’・9　（t・∫卯ξ（・）・（・（・）2｛n－・ξ（・）一・）．，　e・・t・・s・ds
therefore
　　　　　　、聖島＆（t）一・・・…＋・J∵∫質ξ（t）－aξ（・）・（・（・）・・n－1）ξ（s」一・）・一一）d・dt
　　　　　　　　　　　　　　・r・・…＋・∫幣ξω一・・ξ（・）・（。（・）・，（n－・ξ（・）一・）．e－一・磁
　　　　　　　　　　　　　　一・・n・・…∫rξ（・）・（・（・）2　・・一・｝　9（・）一・），e－ksJ’1ξ（t）一αe・’・・ds，
where　w・u・ed　the　chang・・f・・der・f　it・rati・e　i・t・g・al∫r∫，°°…磁一∫岡…dtd・．
But　sinceξ（のis　nondecreasing，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　、聖畿＆（t）≧・・n…＋・J’ll（・（・）・・n－1）ξ（・）一・）・・一κ・∫；・・’・…
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　　　　．　　一・・n・・，＋λ（？’一κ）J’P（・（・）一）ξ（・）一・）sd・　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝OQ
　because　of　the　assumption（vi）．　Consequently，　we　have　g（t）→・。（‘→。。）and　hence
　u（t）→oo（‘→oo）which　clealy　contradicts　the　finiteness　of　the　right－hand　side　of（2．4）．
　We　therefore　conclude　that　there　exisむs　a　number　t，　satisfying　F（tl）＞Oand　hence
　from　Lemma　1，
’　　　　　　　　　　　．　　　17（の≧・ξ（‘1）aF（‘）ξ（t）－u＝C。ξ（t）－u　　　・
　for　t≧‘1．Lemma　2　is　established．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　Lemma　3．　We　cαn　tahe　a　number　t、　so‘hat　f‘）rαrわ‘6rασT。≧t2αnd　T≧T。＋2，
　ωehαve
’　　∫；1・（t）…－1）ξ（・）一・・（の・dt・・・・…∫1：IF（t）dt・
　　　　　Proof．　Letσ（の＝σ7・。．，r（のbe　a　C2－function　which　satisfies（i）0≦σ（の≦1，
　（li）σ（t）ニO　for　t≦Tc，　and　t≧T，（iii）σ（‘）＝1　for　To＋1≦t≦T－1，（iv）the　parts　of　its
　graph　over　the　interva1（Tl，，T‘，＋1）and（T－1，T）do　not　change　their　shape　with　T。
　and　T．（Therefore，　sup。＜tく∞1σ”（‘）l　does　not　depend　on　To　qnd　T．）
　Now，　integration　by　parts　and　the　equation（2．1）enable　the　following　sequence　of
　equalities：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫，1壱・t、u…一÷∫，；・・÷読1融
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一∫，：・［・1・u・tU］dt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－∫。：・［ul－A・u・－A，u・］d・・
　　Hence　the　estimates
　　　　　　　，1［S。拙1・”1＋・A・＋乎・n－iξ一2ξ・］・2dt　　 　∫
　　　　　　　　　≧∫，1・［・W＋華・n－・ξ一W＋（卓・・－1ξ一Zg，TA，）U2］dt
　　　　　　　　　・∫。；・Fdt　　　　　．　　　　’
　　　　　　　　　・∫1；［IF・・
f・ll・w　f・・叫h・p・・P・・iむi・n　if　w・t・k・T・1・・ger　than・t，・f　th・t　p・・P・・iti・n・But　the
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first　member　of　these　inequalities　is　not　bigger　than　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・n・・∫，；ん・・・・・・・…．J’，1：・…－1）ξ一…dt　　’
if　To　is　large　enogh，　say，　t≧sortte　t2．　The　lemmais　proved．
　　　　W・n・wt・・n　t・th・p…f・f　th・th・・rem．　N・t・fi・・t　th・t　L・mm・2and　3　imply・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫。1…n－－1）ξ一・・・・・…n・・∫1二IIξ一adt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…t．　J’1ξ一adt・・…t，
L・tRb・th・・alue・f…rresp・ndi・g　t・T・and・r。　th・number　i。　th。　th。。re・tn．
．Then　the　relations　dt＝ρ『（n－1）ξdr　and　u2＝ξf2　indicate　that　　　’
　　　　　　　　　　　∫訴・）・ρ（・）n－・dr≧・・n・・．∫△。（・）一…一・）　9（・）ト・dr・。。n，t．
Thus　we　finally　obtain　　　　・　　　　”
　　　　　　　　　　　　　　　　∫，1∫（・）・ρ（・）n－id・≧6，f，：。（・）一・n－1）ξ（・）・－adr
f・…m・C・and　any　R・・’Et・less　・han　・，，・whi・h・・rresp・nd・・。　t、，・because・he　righ、
hand　side　is　diverging．　This　establishes　the　theore』香D
50
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